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so gibt es nach E.Stromgren® eine maximale
Bahngeschwindigkeit bei -
r=0)2% (6)
wihrend die Geschwindigkeiten im Zentrum und
im Unendlichen Null sind. Im Gegensatz hierzu
_ist es nach W.Stepanoff® nicht moglich, einen
Kugelsternhaufen nur aus Sternen aufzubauen,
die sich in Pendelbahnen durch das Zentrum be-
wegen.
Aus (6) berechnet sich mit dem schidtzungs-
weise bei r =2,5 pe liegenden Maximum b =1,8 pe,

*Stromgren gibt r =V'6, da er von vornherein
das spezielle Modell mit b = V5 betrachtet.

8 Uber Bewegungsformen in Globular Clusters.
Astron. Nachr. 203, 17 [1916].

® Zur Irage iiber stationdre kugelférmige Stern-
haufen. Russ. Astron. J. V, Nr. 2/3, 132 [1928].
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wihrend eine direkte Darstellung der Green-
steinschen Zahlungen nach (5) zu b =1,55 pc
fiithrt. Durch diese hinreichende Ubereinstimmung
ist auf jeden Fall die Grofenordnung gewahrt.
Bedenkt man nun noch, dafl unter Beibehaltung
des Aquipartitionsprinzips der kinetischen Ener-
gie der Sterne des Haufens die Sterne kleinerer
Masse plausiblerweise in der Zone maximaler
Geschwindigkeiten h#ufiger vorkommen werden
als in den iibrigen Gebieten, so 148t sich der obige
Befund auch dynamisch erkldren. Die Einschrén-
kung liegt nur darin, daBl durch die Annahme von
Kreisbahnen die Maxwellsche Geschwindig-
keitsverteilung des isothermen Sterngases verletzt
wird. Sie ist indessen weniger streng, wenn kreis-
dhnliche Rosettenbahnen mit in die Betrachtung
einbezogen werden.

Der mathematische Rahmen der Quantentheorie der Wellenfelder . .
Von WERNER HEISENBERG
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen

(Z. Naturforschg. 1, 608—622 [1946]; eingegangen am 5.-Aug. 1946)

Die iibliche Quantentheorie der Wellenfelder, bei der man von einer Hamilton-
Funktion in Abhéngigkeit von irgendwelchen Feldgréfen ausgeht, fithrt im aligemeinen
zu Divergenzen. Der vorliegende Aufsatz stellt einen zusammenfassenden Bericht
iither verschiedene Arbeiten dar, die durch Erweiterung des bisherigen Verfahrens den
mathematischen Rahmen einer zukiinftigen Theorie der Wellenfelder oder der Elemen-
tarteilchen festzulegen suchen. Dabei wird einerseits auf die Bedeutung einer unitéren
Matrix, der sogenannten Streumatrix, und einer mit ihr verkniipften hermiteschen
Matrix hingewiesen; andererseits wird gezeigt, dafl auch bei einer Erweiterung der bis-
herigen Wellengleichungen zu sehr allgemeinen Integro-Differentialgleichungen die
Forderungen der Quantentheorie zu einem eindeutigen mathematischen Formalismus

fithren.

Die Quantentheorie der Wellenfelder in ihrer
iiblichen Form ist unbefriedigend, weil sie
meist zu Divergenzen fiihrt, die die strenge mathe-
" matische Behandlung der betreffenden Probleme
verhindern. Eine Theorie dieser Art kann also
nur als eine ausgearbeitete korrespondenzmifige”
Behandlung der gestellten Fragen angesehen wer-
den. Trotz der Erfolge bei der Quantenelektro-
dynamik?® oder der Theorie des Mesons? ist der
bisherige Formalismus also sicher noch nicht
1 Vergl. z.B. G. Wenzel, Z. Physik 86, 479; 86,
635; 87, 726 [1934]; P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc.
[London] 167, 148 [1938] und Bakerian lecture 1942
(?); F. Bopp, Ann. Physik 38, 345 [1940]; 42, 573
[1942]. _
2 8. Yukawa, Proc. physic.-math. Soc. Japan 17,

48 [1935]; H-.Frohlich, W.Heitleru N.Kem-
mer, Proc. Roy. Soc. [London] 166, 154 [1938];

richtig, und es entsteht die Frage, wie das strenge
mathematische Schema fiir eine zukiinftige Theorie
der Elementarteilchen aussehen wird. Der Verfas-
ser hat in den vergangenen Jahren in vier Ar-
beiten, die fiir die Zeitschrift fiir Physik bestimmt
waren®, den mathematischen Rahmen einer sol-
chen Theorie erdrtert und die Bedingungen stu-
diert, denen sie zu geniigen hat. Von den genannten
Arbeiten ist die vierte infolge der Zeitumstéinde
noch nicht erschienen, und auch die dritte scheint
nur wenigen Physikern zuginglich zu sein. Ferner
Bhabha, Nature [London] 141, 117 [1938]; . G.
Wentzel, Helv. Phys. Acta 13, 269 [1940]; 14, 633
[1941]; Z. Physik 118,277 [1941].

3 W.Heisenberg, Z. Physik 120, 513 (I); 120,
673 (11) [1943]; 123, (?) (III) [1945]; im folgenden

als Le. I, II, IIT zitiert. Teil IV wird spiter er-
scheinen.
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QUANTENTHEORIE DER WELLENFELDER

sind in der Zwischenzeit Arbeiten anderer Auto-
ren iiber den gleichen Gegenstand veroffentlicht
worden, und es erscheint deshalb berechtigt, im
folgenden eine zusammenfassende Darstellung
dieses Problemkreises zu geben.

In den iiblichen Theorien werden Begriffe be-
nutzt wie: Wellenfunktionen an einem bestimmten
Punkt in Raum und Zeit, Lage eines Teilchens,
Energiedichte usw. Es erscheint fraglich, ob all
diese Begriffe in einer richtigen Theorie verwendet
werden konnen, da die Naturgesetze wahrschein-
lich eine universelle Konstante von der Dimension
einer Linge und der Grofenordnung 10—13 cm
enthalten. Die Existenz dieser Konstanten wird
Schwierigkeiten hervorrufen bei der Anwendung
eines Begriffes, der mit einem bestimmten Raum-
Zeit-Punkt verkniipft ist. Es scheint daher not-
wendig, eine kleinere Zahl von Begriffen auszu-
wihlen, die durch diese Schwierigkeiten nicht be-
rithrt werden, und die deshalb auch ein Bestand-

teil der zukiinftigen Theorie sein kénnen. Um .

solche Begriffe zu finden, wird man zweckmé&fig
fragen, welche Groflen direkt gemessen werden
kénnen. Die wichtigsten beobachtbaren Griflen
scheinen die Energiewerte abgeschlossener Sy-
steme und die Wahrscheinlichkeiten fiir Stof, Ab-
sorption und Emission zu sein. Da die Grofien
der zuletzt genannten Art in der Quantentheorie
mit dem asymptotischen Verhalten der Wellen-
funktion bei groflen relativen Abstéinden der Teil-
chen verkniipft sind, wird man also annehmen,
daBl die Energiewerte der diskreten stationdren
Zustinde und das asymptotische Verhalten der
Wellenfunktion Begriffe sind, die auch in der
zukiinftigen Theorie der Elementarteilchen ihre
Rolle spielen werden. Damit entsteht die Frage
nach einer geeigneten mathematischen Darstel-
lung dieser beobachtbaren Grifien.

I. Mathematische Darstellung der
beobachtbaren Grollen

a) In den folgenden Rechnungen soll der ge-
wohnliche Formalismus der Quantentheorie zu-
grunde gelegt werden. Wir nehmen an, daf} die
Wellenfunktion von den Impuls-Koordinaten f
der Teilchen abhingt, die zugehorigen kinetischen
Energien der Teilchen seien k; fiir den Gesamt-
impuls und die gesamte kinetische Energie soll

KR=3t; K=3K
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gesetzt werden. All diese Gréfien werden zweck-
mélig in rationellen Einheiten gemessen, bei
denen sie mit Potenzen von % und ¢ zu multipli-
zieren sind, bis sie die Dimension irgendeiner
Potenz einer Linge haben. Die ebene Welle wird
in diesen Einheiten einfach durch eif* dargestellt.

Die Wellenfunktion, die zu einem bestimmten
Zustand im kontinuierlichen Spektrum gehort,
kann durch die Impulse f,” der einfallenden ebenen
Wellen definiert werden. Da die Wellenfunktion
selbst von den Impulsen f,” abhéingt, kann man,
wie Moller® vorgeschlagen hat, die Wellenfunk-
tionen v,/ (f”) zu einer Matrix (¢ % |¢’) zu-
sammenfassen.Wenn die Teilchen keinerlei Wech-
selwirkung miteinander haben, gilt fiir diese
Matrix einfach:

(Ei// | qp 1 F'I) == (P[// ' 1 1‘ El/) — (S (Ei//’ Bl/) ; (l)
oder in der Matrix-Schreibweise
w=1. (2)

Wenn eine Wechselwirkung vorhanden ist, muf}
jedoch noch eine auslaufende Welle hinzugefiigt
werden, um eine ILosung der entsprechenden
Schrodinger-Gleichung zu bekommen. Diese
auslaufende Welle kann nach Dirac?® dargestellt
werden durch das Produkt einer Funktion der t,”
und einer anderen Funktion, die eine besondere
Art von Singularitit am Punkt & = ", K/ =K,”
hat. Fiir die Darstellung dieser letzteren singu-
laren Funktion fithrt man zweckmifig die Ab-
kiirzungen ein

co

s 0
1 1
N ikt gy . ) — ikt g -
5, ()= 2“o‘fe dt; (k) 2n[e dt;
NG

(4)

o, ()+0_(k)y=0(k);
o_(ky=0,*kh)=0, (—k).

Man kann leicht zeigen, daBl das Produkt
o, (K, — K)o —K)FE”) (6

eine auslaufende Welle darstellt. Die Funktionen
6+(k) sind im wesentlichen den Diracschen
Ausdriicken

S NI Y

T 2mik 2
dquivalent.

4 Chr, Méller, Verh. kgl. Dian. Akad. Wiss. 23,
Nr.1 [1945]; 24, Nr.19 [1946].
5 P. A.M. Dirac, Z. Physik 44, 585 [1927].
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Das vollstindige System der Wellenfunktionen
im kontinuierlichen Spektrum kann dann durch

(Ei// ‘ P \ 81,) —
@118 +0, (K, — K€ If18)
=@ |18 +0, (K —K/) )¢ |[r|&) (6

24

dargestellt werden. Fiir das asymptotische Ver-
halten der Wellen sind nur die Werte von
(¢,"171t’) in der unmittelbaren Nachbarschaft
des singulidren Punktes & = &”, K,’= K,” wich-
tig, da fiir die auslaufenden Teilchen Gesamtener-
gie und Gesamtimpuls erhalten bleiben. Der Rest
der Matrix bestimmt das Verhalten der Wellen-
funktion bei kleineren Abstéinden der Teilchen. Es
ist deshalb zweckmiBig, eine neue Matrix R durch
die Definition

&7 | R &)= 8 (K — K |r[t) @)

einzufiihren, ferner eine andere Matrix S durch:

S=1+1R. - (8)

Diese Matrix S (oder R) enthélt, wie gezeigt wer-
den soll, alle notwendigen Informationen iiber die
Groben, die als beobachtbare Griflen bezeichnet
worden sind.

Es sei hier noch angemerkt, daf ein Produkt
von der Art § (f) 6 (k°) als relativistisch invariant
betrachtet werden kann; dies gilt nicht fiir das

Produkt ¢ (f) 6, (k°), da die untere Grenze des
Integrals in (3) vom Koordinatensystem abhéngt.
Die Singularitiit des Ausdrucks ¢ (f) ¢, (k°) hangt
jedoch nicht von der speziellen unteren Grenze im
Integral (3) ab, so daB der singuldre Teil des
Produktes § () 6 _ (k°) wieder als relativistisch in-
variant gelten kann.

b) Die Matrix S kann als eine Art Transforma-
tionsfunktion betrachtet werden, die von den Im-
pulsen vor dem StoR zu den Impulsen nach dem
Stof transformiert. Diese Deutung legt die An-
nahme nahe, dafl S eine unitdre Matrix ist, so dafB}
die Gleichungen

St§=88" =1 (9)
gelten.

Der Beweis fiir diese wichtige Beziehung kann
am einfachsten nach den Methoden der Méller-
schen Arbeit* erbracht werden, der wir uns im
folgenden anschliefen: Die Hamiltonsche
Funktion des Syvstems kann in der Form H =
K, -+ V dargestellt werden, oder in der Dirac-
schen Bezeichnungsweise durch

(EI/ [ H" f/) — ](0/ 6 (E// E/) + (E// l V‘ E/) . (10)
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Die Schrédinger-Gleichung wird dann
(K, +NMy=9ypK, (11)

(12)

oder
[y | E) (K — K=" |Vy|¥).

Wenn man (6) auf der linken Seite einsetzt, findet
man

r=2miVy (13)

und die konjugierte Gleichung
"= —2miytV (14)
Multiplikation mit yt oder v und Addition ergibt
pir+rfyp=0 (13)

Wenn man Gleichung (15) mit dem Faktor
o (Ky — K,””) multipliziert, folgt schlieRlich

(¢"| B+ Bt|F) + 0 (K, — K,”) J [6_ (K,"— K'Y,
+ 0 (K T— KO ) de” (7 e[ ) =0
(16)
oder unter Benutzung von (4):
4+ R+ RYR=0 (17)
und STS=1. (18)

Aus dieser Gleichung folgt die Gleichung mit
umgekehrter Reihenfolge der Faktoren: SSt =1
nur dann, wenn man weil}, daB die reziproke Ma-
trix S—1 existiert. Die Existenz von S—! ergibt
sich jedoch aus der Tatsache, dafl die Wellen-
funktionen v in (6), die zu einem bestimmten
Energiewert K, gehtren, ein vollstindiges Ortho-
conal-System von Wellen fiir diese bestimmte
Energie bilden. Indem man Wellenfunktionen von
der Art (6) superponiert, kann man sich eine
Wellenfunktion aufbauen, die zu einer bestimmten
auslaufenden ebenen Welle gehort. Wenn man mit
Wellenfunktionen dieser letzteren Art die Uber-
legungen wiederholt, die von Gleichung (11) nach
Gleichung (18) gefiihrt haben, kann man leicht
zeigen, dafl auch SSt =1 ist.

Wenn man Gl. (15) mit dem Faktor d__ U( —K,”)
multipliziert und die Beziehung

[0, (@) +0_ (1], (a—b)="—0, (a)5_(B) (19)

beniitzt, so ergibt sich nach Moller®:
yryp=1. (20)

Diese Beziehung bedeutet einfach, daf die Wel-
lenfunktionen (6) im kontinuierlichen Spektrum
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richtig normiert sind. Das Produkt mit umge-
kehrter Reihenfolge der Faktoren: yy' wird im
allgemeinen nicht gleich 1 sein, weil die Wellen-
funktionen (6) kein vollstindiges Orthogonal-
System bilden, denn die Wellenfunktionen der dis-
kreten stationidren Zusténde sind in der Matrix (6)
nicht enthalten.

Die GIn. (17) und (18) umfassen eine Anzahl
von Beziehungen zwischen beobachtbaren Gro-
Ben, die zum mindesten grundsitzlich durch Ex-
perimente gepriift werden konnen. Die Matrix-
Elemente von R sind unmittelbar mit den Wir-
kungsquerschnitten fiir die Streuung, Emission
und Absorption von Teilchen® verkniipft, und
Gl. (17) zeigt, daBl es Beziehungen gibt zwischen
Termen, die linear oder quadratisch von diesen
Matrix-Elementen abhiéingen. Eine von diesen Be-
ziehungen ist wohlbekannt und besitzt eine ein-
fache physikalische Deutung: Die Amplitude der
Streuwelle in der Richtung des einfallenden Strah-
les ist verkniipft mit der Gesamtintensitit der in
allen Richtungen gestreuten Wellen, wobei es
gleichgiiltig ist, welche Teilchen etwa gleichzeitig
mit dieser Streuung emittiert werden. Diese Be-
ziehung kommt dadurch zustande, dafl die koh&-
rénte Streuwelle in der Richtung des einfallenden
Strahles durch Interferenz mit dem Primiirstrahl
den Teil der Welle wegnimmt, der in andere Rich-
tungen gestreut wird. Gl. (17) enthidlt auferdem
noch eine Reihe #hnlicher Beziechungen.

¢) Im allgemeinen fiihrt eine unitire Matrix
nicht zu einem Eigenwertproblem und kann nicht
auf Diagonalform gebracht werden, da ihre Zei-
len und Kolonnen zu verschiedenen Arten und
verschiedenen Anzahlen von Zustinden gehoren.
Bei der Matrix S jedoch beziehen sich Zeilen und

Kolonnen auf Zustinde der gleichen Art, nim-

lich auf die Impulse der einfallenden oder der aus-
laufenden Teilchen. Deshalb kann die Matrix S
auf Diagonalform gebracht werden.

Die Aufgabe, diese Transformation zu finden,
kann auf das folgende mathematische Problem
reduziert werden: Die Wellenfunktionen der
Art (6), die zu einer bestimmten Energie gehoren,
miissen in einer solchen Weise superponiert wer-
den, daB fiir die resultierende Wellenfunktion die
einfallende Welle die gleiche Form hat wie die
auslaufende und sich von ihr nur durch einen

6 Die Formeln 37a) und b) von I fiir die Wirkungs-

querschnitte sind durch einen Rechenfehler entstellt,
der von M61ler* verbessert worden ist.
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Phasenfaktor unterscheidet. Dieser Phasenfaktor
ist dann der Eigenwert von S und kann dar-
gestellt werden durch:

S =en, (21a)
Tatséchlich ist dieses mathematische Verfahren in
einem Spezialfall oft angewendet worden, nimlich
fiir die Streuung von Teilchen in einem zentralen
Kraftfeld. Hier mufl man einfach von_den ebenen
Wellen zu Kugelwellen iibergehen; dann haben
die einfallenden und auslaufenden Wellen die
gleiche Form, und die Phasendifferenzen zwischen
einfallenden und auslaufenden Wellen fiir die ein-
zelnen Kugelfunktionen bestimmen den Wir-
kungsquerschnitt fiir Streuung.

Wenn man von den Eigenwerten von S auf die
urspriingliche Matrix zuriicktransformiert, so
erhédlt man aus den Eigenwerten w’ eine her-
mitesche Matrix =, die mit S durch die Beziehung

S=e' (21b)
verbunden ist. Diese hermitesche Matrix 7 soll als
Phasenmatrix des Systems bezeichnet werden.

Gl. (21) kann benutzt werden, um die relativi-
stischen Eigenschaften der Malrix S zu studieren.
Die Phase einer Welle ist relativistisch invariant:
das gleiche gilt daher auch fiir die Eigenwerte
von n und S. Eine Matrix mit Eigenwerten, die
relativistisch invariant sind, kann eine invariante
Matrix genannt werden. Dies bedeutet jedoch
nicht, dafl die einzelnen Matrix-Elemente von S
oder m invariante Funktionen ihrer Argumente
sind. Die Matrix-Elemente, die zu Ubergingen
zwischen zwei diskreten stationdiren Zustinden
gehoren, wiirden natiirlich nicht vom Bezugs-
system abhéngen. Aber im kontinuierlichen Spek-
trum sind die Matrix-Elemente Funktionen der
Impulse f, die den Zustand charakterisieren. Der
Differentialausdruck df, df, df, ist gegeniiber
einer Lorentz-Transformation nicht invariant,
wahrend der Ausdruck

dt, dt, dt_ [ k° (22)

eine Invariante darstellt. Deshalb miissen die Ma-
trix-Elemente einer invarianten Matrix im kon-
tinuierlichen Spektrum die Form

Invariante Funktion der i ut”

l/_IlIkt'O/ . Il'Ik or7

A 8) =
L

(23)

~
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haben. Denn wenn (23) gilt, so sorgt der Normie-
rungsfaktor im Nenner dafiir, da bei der Multi-
plikation von zwei solchen Matrizen das Differen-
tial I1d¢,,’ dt,, d,,’ vervollstindigt wird zu dem

L3
invarianten Ausdruck

at/, dfl-/_,, dat/.
i

d) Bevor behauptet werden kann, dafl die uni-
taire Matrix S oder die hermitesche Matrix = alle
notwendigen Informationen iiber die beobacht-
baren Groflen enthalten, miissen noch zwei weitere
Fragen untersucht werden. Erstens scheint S
oder m keine Auskunft zu geben iiber die diskreten
stationdiren Zustinde des Systems. Zweitens gibt
es, wenn das System aus vielen Teilchen besteht.
nicht nur eine auslaufende und eine einfallende
‘Welle, sondern es gibt auch Wellen, bei denen
einige der Teilchen sich nach innen, andere nach
aulen bewegen. Daher entsteht die Frage, ob das
asymptotische Verhalten dieser Wellen durch 3
beschrieben wird.

Bei der Untersuchung der ersten Frage wollen
wir der Einfachheit halber annehmen, daf es sich
um ein einzelnes Teilchen in einem zentralen
Kraftfeld handelt. Dann kénnen S und n auf Dia-
gonalform gebracht werden, indem man Wellen-
funktionen beniitzt, die Produkte von Kugel-
funktionen und Funktionen des absoluten Wertes
des Impulses k sind. In_groflen Abstéinden vom
Streuzentrum hat die einfallende Welle die Form
e—i*r/r, die auslaufende lautet ei*7/r. Die Eigen-
werte S von S bestimmen den Faktor von e'*"/r,
wenn die einfallende Welle ohne irgendeinen Pha-
senfaktor angenommen wird. Der Eigenwert §
ist eine Funktion von k und damit von der Ener-
gie des Systems, und man kann zeigen, wie von
Kramers? betont worden ist, daf in allen ein-
fachen Fillen S’ eine analytische Funktion von k
ist. Wenn dies richtig ist, so wird S auch seine
Bedeutung behalten, wenn man zu negativen Ener-
giewerten, d. h. zu komplexen Impulswerten von k
itbergeht. Wir wollen annehmen, dafl in diesem
Gebiet k = +ilk} ist. Dann geht die einfallende
Welle iiber in et !kIr/p  die auslaufende wird

7H. A. Kramers hat die Verkniipfung von S mit
den diskreten stationdren Zustinden des Systems ge-
funden und hat sie mir freundlicherweise in einer
Diskussion in Leiden 1942 auseinandergesetzt.
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e—'klr/r. Der Eigenwert S gibt das Verhiltnis
des Teiles e—'k!7/r relativ zu dem Teil et+1kir/p
fiir die gegebene Energie. Nun enthilt in einem
diskreten stationdren Zustand die ILiosung der
Wellengleichung nur den Teil e—!%Ir/r, Da-
her mufl S unendlich werden fiir die Energie
der diskreten stationdren Zustinde des Systems;
in anderen Worten: die diskreten stationiren Zu-
stinde sind gegeben durch die Pole von S” auf der
imagindren Achse im komplexen k-Raum. Eine
néhere Untersuchung zeigt, dafl S’ im allgemeinen
) . kE+ilk |
einen Faktor T_——?T]L,,i
k=i|k,| ein stationéirer Zustand des Systems ist.
Die Eigenwerte o’ von 7 divergieren logarithmisch
an den Punkten k= tilk,|. n" (k) ist immer
eineungerade Funktionvonlk: o' (—k) = —u'(k).

Diese Betrachtungen zeigen, dal man die sta-
tiondren Zustinde des Systems stets aus der
Matrix S ableiten kann, indem man die Pole und
Nullstellen von S als Funktion von k aufsucht.
Zum Beispiel kann man dieses Verfahren beim
Coulombschen Kraftfeld anwenden. In diesem
Falle enthilt die Matrix S (oder richtiger: ihre
Eigenwerte S") den Faktor®

enthalten wird, wenn

P(l—}-l—i—;:—)

F(l F z’]‘:)

wobei | die azimutale Quantenzahl bedeutet und
v éez m

T he
deuten Ladung und Masse des Elektrons.) Da die
Funktidn I' (z) Pole fiir £ = 0 und fiir alle nega-
tiven ganzzahligen Werte von x besitzt, sind die

Pole von S gegeben durch:

(Ze ist die Kernladung, ¢ und m be-

wobei n eine ganze Zahl >1 + 1 ist.

Da die Energie in gewoéhnlichen Einheiten
h

durch E = _~
urch o
teres die Balmer-Formel:

3
o k* gegeben ist, findet man ohne wei-

8 Vergl. H. Bethe, Handbuch d. Physik, Bd. 24,1,
S. 291 [1933].
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Zretm

b=—gumr

Auller den Energiewerten der diskreten statio-
néren Zustinde gibt die Matrix S auch den Nor-
mierungsfaktor fiir die Wellenfunktionen in die-
sen Zustdnden. Dies kann in folgender Weise ge-
zeigt werden: Im kontinuierlichen Spektrum ist
die Wellenfunktion asymptotisch gegeben durch:

. 1
sin [kr + 5 7 (k)] -
Ve STy

Man kann leicht zeigen, dafl diese Funktion rich-
tig normiert ist, unabhingig von den speziellen
Werten der Phase %" (k) und unabhéingig vom
Verhalten der Wellenfunktion bei kleinen Werten
von r.

S aartary, )y 0)=0k—k). @)
0

Die Wellenfunktion eines diskreten stationiren
Zustandes mub sich bei groIBen Abstdnden wie

e— | Fn |

126
ZJWVQ .

Q[)" =€

N »r —> o

verhalten. Hier wiirde jedoch die Annahme ¢, =1
sicher nicht die richtigeNormierung geben, da ¢’
die Dimension einer reziproken Linge haben
mufl. Um die Werte von ¢ zu bestimmen, betrach-
ten wir die Vollstandigkeitsrelation

S w000+ 2020y, 00

= O(r—17r).

27
4n7 7)

Diese Beziehung mufl auch fiir grofe Werte von
r und r’ gelten. Wenn man (24) und (26) in
Gl. (27) einsetzt, so ergibt sich:

L
f2 5 8in kr+~—n (k)] sin [k»" + 97) (%)]
+ g It e lmietn

(28)
Unter Benutzung der Beziehung
N (—k)=—n"(k) (29)

geht (28) iiber in
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Nun hat der Faktor e¢¢n’ =S’ (k) einen Pol an
jedem Punkt k=4lk,| auf der imaginiren
k-Achse. Wenn man den Integrationsweg in Rich-
tung auf positivimaginire Werte von k verschiebt,
so reduziert er sich schlieBlich auf Kreise um die
Pole ik, [, und das Residuum bei jedem einzelnen
Pol entspricht einem Glied der Summe auf der
rechten Seite. So erhilt man schliefilich?:

= fdk S (k). . (31)

x|
In dieser Weise wird der absolute Wert des Nor-
mierungsfaktors ¢, durch die S-Matrix bestimmt.
Die Phase von ¢, bleibt unbestimmt, aber die
Phase einer Wellenfunktion in einem diskreten
stationdren Zustande gehort nicht zu den beob-
achtbaren Grofen.

Die Beziehung (31) gestattet, die diskreten
Matrix-Elemente einer gegebenen Matrix als ana-
lytische Forlsetzung der Elemente im kontinuier-
lichen Spektrum zu bestimmen. Tatsédchlich sollte
man fiir jede Matrix A die Beziehung

(k| A% |n) (&7 | A|n) = —  dle('| 4% | k) (k" | A |k)
i T (32)

erwarten, es sei denn, dafl die Matrix A4 selbst Sin-
gularititen an den Punkten k =ilk,| einfiihrt.
Gl. (32) kann durch die aus (27) folgende Bezie-
hung

§ akpF()w, (") (33)

i &yl

PE(r) p, () =—

begriindet werden. In diesen Gln. (32) und (33)
bedeutet der Stern, daB der konjugiert komplexe
Wert zu nehmen ist im Fall von reellen Werten
von k. Fiir komplexe Werte von k auf der rechten
Seite soll die analytische Fortsetzung der Werte
fiir reelle k genommen werden. Gl. (32) gilt fiir
gewohnliche Matrizen, die z.B. durch gewisse
Funktionen der Teilchen-Koordinaten, wie poten-
tielle und kinetische Energie usw., definiert sind,

® Im wesentlichen die gleiche Beziehung ist auch
von Ch. Méller gefunden worden, der sie mir freund-
licherweise in einem Brief im Sommer 1944 mitgeteilt
hat.
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aber sie gilt vielleicht nicht fiir Matrizen wie S
und u, deren Eigenwerte singuldr sind an den
Punkten k =1lk,|. Deshalb erfordert die Frage
nach der Giiltigkeit von (82) eine sorgféltige
Untersuchung in jedem einzelnen Fall.

e) Wenn das System aus mehreren Teilchen be-

steht, so bestimmt die Matrix S das asymptotische
Verhalten der Wellen nicht in derselben einfachen
Weise wie fiir ein Teilchen. Um diesen Fall zu
studieren, betrachten wir ein System von zwei
Teilchen ohne Wechselwirkung, die an einem
zentralen Kraftfeld gestreut werden. Wenn die
Teilchen allein wiren, wiirden ihre Wellenfunk-
tionen lauten

v, =0(t"¢")+ 6+ (e, — &, ") (8, |7, |8)), (34)
we=0(8"E) + 6+ (k" —k,*") (8, |7, | &) -
Die Gesamtwellenfunktion ist das Produkt von
y, und y,, da es keine Wechselwirkung zwischen
den Teilchen geben soll, und dieses Produkt kann
in der folgenden Weise umgeschrieben werden

w=p,w,=00"8)0(@E"8)+0 (K —K/)
(008 (®7 | |8)+ 0" &) 1,8
+ [0, (e — &)

+0, (6,"— &) [, |8 [ |8)). (5
Der Klammerausdruck auf der rechten Seite, der
mit §, (K,/—K,"") multipliziert ist, kann wie ge-
wohnlich als (8, €,”|»|f,"£,') bezeichnet werden;
dann zeigt Gl. (35), daB die Matrix r singulér ist
an den Stellenf’ =1 und f,” =1£,”, und dal die
Verkniipfung von r mit r, und r, ziemlich verwik-
kelt ist. Das asymptotische Verhalten der Wellen
ist durch die Art der Singularitit bestimmt; es ist
daher offenbar nicht ausreichend, den Wert von
(8,¢,|r 8¢, tir K= K zu kennen, sondern
es ist notwendig, r in einer infinitesimalen Um-
gebung dieses Punktes zu kennen, um das asymp-
totische Verhalten der Wellen zu bestimmen.
Trotzdem ergibt sich eine einfache Verkniipfung
zwischen dem Problem der zwei Teilchen ohne
‘Wechselwirkung und den Problemen der einzel-
nen Teilchen, wenn man von der Matrix » zu den
Matrizen R oder S iibergeht. Wenn man nimlich
den Klammerausdruck auf der rechten Seite von
(35) mit ¢ (K,—K,”) multipliziert, erhalt man
sofort
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R=FR +R,+ R R, (36)
oder S=38§ 85,, (37
und da  S=¢": n=mn,+n,. (38)

Daher ist die S-Matrix eines Systems von zwei
Teilchen ohne Wechselwirkung gleich dem Pro-
dukt der S-Matrizen fiir die einzelnen Teilchen.
Die n-Matrix ist gleich der Summe der einzelnen
1-Matrizen. Aber die S-Matrix bestimmt das asymp-
totische Verhalten der Wellen nicht unmittelbar;
sie bestimmt es nur in Verbindung mit S, und S,.
da die singulidren Teile der Klammer in (35) aus
S, und S, abgeleitet werden kionnen. Die letztere
Behauptung gilt auch, wenn die .bei_den Teilchen
miteinander in Wechselwirkung stehen, da ihre
‘Wechselwirkung die singuldren Teile des Klam-
merausdrucks nicht verédndert.

- Eine -Wechselwirkung zwischen den beiden
Teilchen kann dann verhiltnisméfig leicht mathe-
matisch behandelt werden, wenn man annimmt,
daBl die Wechselwirkung sehr klein und durch
eine kleine potentielle Energie v gegeben ist. Wir
definieren dann eine Matrix V durch 3

C(TRTIVIR) = 0 (K — K) (8,78, [v]8,8)).

(39)
Eine einfache Rechnung zeigt (Teil IV der unter ?
zitierten Arbeiten), daf die Matrix S in dieser
Néaherung durch

S=8,8(1—2xiV)=S 85, e- *iv (40

gegeben ist.

Dies bedeutet jedoch mnicht, daB = durch
n, + 1, —27iV gegeben wiire, da V im allgemei-
nen nicht mit S,, S, oder =, und =, vertauschbar
ist. |

Gl. (40) hat zur Folge, dal innerhalb der be-
nutzten N#&herung die Gl. (32) auch fiir die
Matrix S gilt:

(), by | S* |, k) (b k) | S n, k)
- f dkl (kll A'vzl | S* f'l‘”'l /"2) ('kl,/ /”'-2” S‘kl kz)r (41)

kﬁ

da sie fiir V richtig ist. Aber Gl. (32) gilt im all-
gemeinen nicht fiir die Matrix =, die an den sin-
guldren Punkten k, der diskreten stationiren Zu-
stinde logarithmisch divergiert.

Bei der Ableitung von (41) war angenommen
worden, dafl die Wechselwirkung zwischen den
Teilchen klein sei. Das einfache Ergebnis legt
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jedoch die Annahme nahe, daf (41) fiir jede be-
liebige Wechselwirkung gilt. Ein allgemeiner Be-
weis fiir (41) wiirde eine sehr sorgfiltige Unter-
suchung des Verhaltens von S in der Nihe der
singuliren Punkte voraussetzen und soll hier
nicht versucht werden.

Gl. (41) zeigt, daB die Matrix S nicht nur die
Lage der diskreten stationdren Zustéinde zu be-
stimmen gestattet, sondern auch die Wahrschein-
lichkeiten fiir die Anregung solcher Zusténde oder
fiir die Streuung von Teilchen an diesen Zustén-
den. Man kann daraus schliefen, daf die Matri-
zen S oder n tatséchlich all die Informationen um-
fassen, die fiir die Deutung irgendeines am System
vorgenommenen Experimentes notwendig sind.

II. Bestimmung der Matrix S

a) In Anbetracht der grundsétzlichen Wichtig-
keit der Matrix S oder m entsteht die Frage, wie
man fiir ein gegebenes System die richtige S-Ma-
trix bestimmen kann. Bisher hat man die Bestim-
mung der S-Matrix fiir das gegebene System (z. B.
fiir Elektronen und ihr Maxwellsches Feld)
in der folgenden Weise versucht. Zunéchst defi-
niert man eine Hamiltonsche Funktion, die
man aus Korrespondenzbetrachtungen oder durch
Invarianzbedingungen nach dem Grundsatz mog-
lichster Einfachheit zu gewinnen sucht, und dann
leitet man die S-Matrix ab, indem man die zur
Hamilton-Funktion gehirige Wellengleichung
16st. Diesem Verfahren stehen jedoch zwei grofle
Schwierigkeiten im Wege: Die Hamilton-
Funktionen fiir Wellenfelder fiihren, soweit man
sie bisher studiert hat, zu Divergenzen, und die
Verkniipfung der verschiedenen Wellenfelder
bringt von selbst Verallgemeinerungen der Wel-
lengleichungen mit sich, die Zweifel hinsichtlich
der Annahme aufkommen lassen, dafl die Hamil-
tonsche Funktion, mit der man beginnt, eine ein-
fache Form haben soll. Diese beiden Schwierig-
keiten konnten sich moglicherweise kompensieren.
Es konnte sein, da es Hamilton-Funktionen
der allgemeineren Art gibt, die zu verniinftigen
Resultaten fiihren.

Um diese Moglichkeit naher zu verfolgen, wer-
den wir die Verallgemeinerungen betrachten, die

10 M. Born, Proc. Roy. Soc. [London] (A) 143, 410
[1933]; M. Born u. L. Infeld, Proc. Roy. Soc.
[London] (A) 144, 425 [1934]; 147, 522 [1934]; 150,
141 [1935].
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sich aus der Wechselwirkung verschiedener Wel-
lenfelder und aus der Diracschen Lochertheorie
ergeben. Die Wechselwirkung zwischen verschie-
denen Feldern fiihrt zu nichtlinearen Gliedern in
der Wellengleichung. Deshalb kann angenommen
werden, dafll die richtigen Wellengleichungen
nichtlineare Glieder enthalten, wie es z. B. fiir die
Quantenelektrodynamik schon frither von Born
und anderen®® vorgeschlagen worden ist. Die D1 -
racsche Lochertheorie andererseits setzt an die
Stelle der Maxwellschen Gleichungen Integro-
Differentialgleichungen, wie von R. Serber®
und E. A. Uehling?* gezeigt worden ist. Des-
halb liegt die Annahme nahe, dall die richtige
Wellengleichung eine Integro-Differentialglei-
chung sein kann. Lineare Wellengleichungen
dieser Art sind von E. C. G. Stiickelberg?®,
F. Bopp* und anderen erértert worden.

‘Wenn man diese beiden Verallgemeinerungen
als die wichtigsten betrachtet und der Einfachheit
halber annimmt, dafl es nur eine skalare Wellen-
funktion geben soll, so erhilt man eine Wellen-
gleichung von der Form -

[ dw—a)g @)

+fdx’ dz’ Bx—ux',x—a" ) (@) p(x”)
+...=0,

(42)

oder, unter Benutzung der Fourier- Transfor-
mation:

@ (x): /' ei k""m,”f¢(k) dl

eine Wellengleichung im Impulsraum von der
Form

A® g O+ fa B K g #) g k—F)

+...=0. 43
Hier bezeichnen z und k die Vierer-Vektoren
& it z, und k ..... k,; A und B sind relativi-

stisch invariante Funktionen ihrer Argumente.
Gl. (43) fiihrt zu einem Energieimpuls-Tensor,
der, wie gewohnlich, nicht eindeutig festgelegt ist.
Eine mogliche Form dieses Tensors ist (wieder
im Impulsraum) :

1 Physic. Rev. 48, 49 [1935].

12 Physic. Rev. 48, 55 [1935].

13 Helv. physica Acta 17, 3 [1944].

1 Ann. Physik 38, 549 [1940]; 42, 572 [1943]; Z.
Naturforschg. 1, 53 [1946].
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I

k) ke,
Ty ()= [ 0K AH) 9 () 9 —F) 3=

/dk/dk//B (k/ ku) @ (]C”) @ (k/ k”) @ (k k/

Man erkennt leicht, dafy

T, . () By =10, (45)
wie durch die Erhaltungsséitze gefordert wird.
Obwohl T',, , nicht eindeutig bestimmt ist, sind die
Ausdrucke fiir die totale Energie und den totalen
Impuls wahrscheinlich eindeutig bestimmt, wobei
Gl. (44) im allgemeinen bei der Berechnung die-
ser Grofen einen komplizierten Grenziibergang
notig macht, der sorgfaltig untersucht werden
muf. Fiir den Vierer-Vektor J, der Gesamtenergie
und des Gesamtimpulses findet man:

Jo=i[ T, @) dz, s, dz,

(46)
= ife-'km T,,000%,) dk, .

Da T, (000k,) nach (45) nur fiir k, =0 von
Null verschieden ist, erhilt man

Jy=i [ 1,000k, dk, 47)
wobei das Integral von irgendeinem negativen zu
irgendeinem positiven Wert von k, {iiber den
Punkt k, =0 gefiihrt werden muf.

b) Die Quantisierung einer derartigen Theorie
kann nicht in der gewohnlichen Weise durchge-
fiihrt werden, da die Wellengleichung keine Dif-
ferential-, sondern eine Integro-Differentialglei-

A (JI__']//) (J/Iq) ‘ Jl/) + /dJ///B (,]//__ 'Il’ ']/I/_ ']/) (Jl I q; ‘i']///) (J/// ‘ w‘(]//) + L= O .

Der Energieimpuls-Tensor wird:

(']/‘% T‘“I - l J//) :/dJ//’A (J///___ J/) (.]/ i ¢ ! J///) (Jlllj w ‘ ']//)
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Ik 177 kv//

N7

(k —‘IC //)(k S //)
)

chung ist. Man kann statt dessen auch sagen, dal
die Wellengleichung unendlich hohe Ableitungen
der Wellenfunktion nach den Raum- und Zeit-
koordinaten enth&lt. In diesem Fall kann man
die gewohnlichen Vertauschungsregeln fiir die
Wellenfunktion und ihre Ableitungen offenbar
nicht verwenden. Aber es stellt sich heraus, daf
die Vertauschungsregeln zwischen der Wellen-
funktion und dem Energieimpulsvektor verwendet
werden konnen und eben geniigen, um die Quan-

tisierung des Problems durchzufiihren®®. Diese
Vertauschungsregeln fordern, dafB
P 9P
Tud@— 9@ =in i ’ (48)

oder

Jopk)—@®)Jy=—Fk, k).

‘Wenn man eine Matrixdarstellung benutzt, in der

die J auf Diagonalform gebracht sind, findet man
) =S+ k)T e (k)[J7) =

daraus folgt weiter

g BT =0T — "+ k) (I |p|J"),

; o f 4
9 @I = | gl e o G
In diesen Formeln bedeutet
0 (k) =0 (kl) 0 (kz) 0 (ka) 0 (154) (50)

Die Wellengleichung geht dann iiber in eine Glei-
chung fiir die Matrix (J'|¢p|J”):

+ /d]/// d']l//l B (J////_ J/’ JI//__ L]/) (J/ ‘ (p | ']'///) (J/// ¢ “ J////) (J//// J (le//) .

‘('Ill///_

NI =T ) =T

und fiir den Vierervektor erhilt man:

T |T T =J, 8 (J—

J:“") (JV///_

(51)
(‘]‘u//l/__ z]:”//) (.]/v///__ril )
(J;'/I/ —— ']).I) (']/:// s ']/:/)
S S0 Kl S 100 SR
()" =T (S — )
JN) =06 — )0 — Jy) O (Jy'— I )i (S| Ty | J7) . (B3)

15 Ein dhnliches Ergebnis ist durch B. Podolsky u. C. Kikuchi (Physic. Rev. 65, 228 und 67, 184
[1944]) gefunden worden bei einem Problem, bei dem die L agrange-Funktion die zweiten Ableitungen

der Wellenfunktionen nach der Zeit enthilt.
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Aus der Wellengleichung (51) folgt, daB die
rechte Seite von (53) sich wie eine §-Funktion in
Abhéngigkeit von (J,”—J,”") verhilt.
Interessanterweise geniigt Gl. (563) allein be-
reits, um das ganze Problem festzulegen. Wenn es
gelingt, eine hermitesche Matrix (J'|¢[J"”) zu fin-
den, die Gl. (53) befriedigt, so befriedigt sie auch
G1.(51) wegen der nichtdiagonalen Glieder in (53),
und die Vertauschungsrelationen (48) gelten dann
wegen der Definitionen (49). Im ersten Augen-
blick scheint es merkwiirdig, dal die Gl. (53)
allein fiir die Giiltigkeit nicht nur der Wellenglei-
chung, sondern indirekt auch der Vertauschungs-
relationen sorgen soll. Aber einen dhnlichen Sach-
verhalt findet man auch in der gewdohnlichen
Quantenmechanik, obwohl er dort offenbar bisher
noch nicht erwahnt worden ist. Um dies zu zei-
gen, betrachten wir ein System von einem F'rei-

heitsgrad und definieren die Matrix q in Analogie

zu (48) durch
(Blq|B) =4 (E.—E)q,,. (4

Die Matrixgleichung fiir die Energie:

E b = (r

)01 V@ 6

m -
Exs
sichert dann die Giiltigkeit nicht nur der Be-
wegungsgleichung, sondern auch der Vertau-

schungsrelation. Um dies zu beweisen, vertau-
schen wir (55) mit g, und es ergibt sich

1= 45 @7—99" (56)
oder, indem man
a=+mGg—qq (57)
setat:
i= g Gatag). (8)
Die einzige* Liésung von (58) ist
a=1, (59)
was unmittelbar zur Vertauschungsrelation
Peg—gp=—ihn (60)

fiithrt. Deshalb wird jede hermitesche Matrix g,
die die Energiegleichung befriedigt:

* Anm. bei der Korrektur. Die Eindeutigkeit dieser
Losung héngt von gewissen physikalischen Forde-
rungen ab, die einer niheren Untersuchung bediirfen
und an einer anderen Stelle erirtert werden sollen.
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m 5 Al 5 2
E 0 :—WngQZs(Er—EI)(EZ—Es)
+(7'”7(q)i3)a (61)

auch von selbst die Bewegungsgleichung und die

Vertauschungsrelation (60) befriedigen, wenn g
durch (54) definiert ist.

Die Gl. (49) und (53) legen die Quantisierung
einer Wellengleichung von dem allgemeinen Ty-
pus (42) vollstindig fest. Man kann deshalb zur
nichsten Frage iibergehen, wie die Matrix S in
einem solchen Formalismus bestimmt wird, wenn
die Wellengleichung gegeben ist.

¢) Zu diesem Zwecke ist es niitzlich, den Aus-
druck (53) fiir Energie und Impuls in zwei Teile
einzuteilen, die als kinetische Energie (oder Im-
puls) der primédren Teilchen und als Wechselwir-
kungsenergie (bzw. Impuls) bezeichnet werden

_konnen. Es ist zweifelhaft, ob diese Einteilung

eindeutig ist. In vielen Fillen kann das erste Glied
in (53), das den Faktor A enthilt, als kinetische
Energie betrachtet werden. Dies wiirde bedeuten,
daB die Nullstellen der Funktion A4 (k) die Mas-
sen der Elementarteilchen bestimmen®®, wahrend
die Ausdriicke mit den hoheren Potenzen von ¢
keine Rolle spielen, wenn die Teilchen weit von-
einander entfernt sind. Aber es mag auch sein,
daBl einige Teile der letzteren Ausdriicke zum
ersten Glied hinzugenommen werden miissen, um
zu erreichen, dafl der Rest bei weiten Abstinden
der Teilchen nichts beitragt. Schlieflich kann man
auch einfach den niedrigsten Eigenwert x fiir die
Lange des Vektors J bestimmen, der als die Masse
des leichtesten Elementarteilchens bezeichnet wer-
den kann; dann kann man in (52) einen Aus-
druck mit 4 (k) =2 %,> 4 »*:

w
[2 (']:lbl_ . M///)Q + x?l (J/ } ¢ !J’//) (J/// ¢ l J//)
w ‘
LJ;L/”_ J;L,)_(Jv/”_ Jv/)
(J)'///_ ,];") (J;"’ _ Jl,)

addieren und subtrahieren.

Dieser Ausdruck kann als kinetische Energie
genommen werden, der Rest [(52) minus diesen
Ausdruck] als Wechselwirkungsenergie; alle an-
deren Teilchen wiirden dann als zusammenge-
setztes System erscheinen, das aus mehreren
Elementarteilchen besteht. Es ist ein interessanter
Zugder Gln. (52) und (53),dal sie im allgemeinen

1 Vergl. z.B.F.Bopp
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keine klare Unterscheidung zwischen Elementar-
teilchen und zusammengesetzten Systemen zu-
lassen.

Wenn eine Matrix (J'Ip|J”) gefunden ist, die
Gleichung (53) befriedigt, so wird es also auf
jeden Fall moglich sein, die Matrizen fiir die kine-
tische Energie (bzw. den Impuls) zu berechnen.
Die Eigenwerte dieser Matrizen konnen in der
iiblichen Weise durch Energie und Impuls der
Elementarteilchen charakterisiert werden. Man
kann also von der Matrixdarstellung, in der J“
diagonal ist, zu einer anderen Darstellung trans-
formieren, in welcher der Vierervektor der kine-
tischen Energie und des Impulses diagonal ist.
Die Transformationsfunktion entspricht der I.o-
sung vy der Schrédinger-Gleichung (11).
Man kann in der Tat J,, in dieser neuen Matrix-
darstellung ausdriicken und erhilt auf diese Weise
die Hamilton-Funktion als eine Matrix in den
Impulsen der Elementarteilchen.

Dabher fiihrt selbst die weite Verallgemeinerung
der zugrundeliegenden Wellengleichungen zu Glei-
chungen von der Art (42) nicht zu einer allge-
meineren Hamilton-Funktion als (10) oder
(11); nur kann die Matrix der Wechselwirkungs-
energie (¥’ !V[|{’) in so komplizierter Weise von
den Impulsen abhiingen, daB die transformierte
Matrix (2”| V]z’) nicht diagonal ist.

d) Es ist nicht bekannt, ob ein Formalismus
von der Art (53) widerspruchsfrei durchgefiihrt
werden kann, abgesehen von dem trivialen Fall
B=C=...=0. Die relativistischen Hamil-
t on-Funktionen, die bisher untersucht worden
sind und die Spezialfille von Gl. (53) sind, fithren
sicher nicht zu widerspruchsfreien Ergebnissen.
Aber selbst wenn eine bestimmte Klasse von Funk-
tionen bekannt wére, die zu widerspruchsfreien
Ergebnissen fiihrt, so wiirde diese Tatsache nicht
wesentlich das Problem erleichtern, die richtige
Hamilton-Funktion und damit die richtige
S-Matrix zu finden; denn es besteht ja kein Grund
dafiir, daf die Hamilton-Funktion eine einfache
Form haben sollte, und die Invarianzbedingungen
wiirden wohl kaum geniigen, die richtige Form
aus allen moglichen Formen auszuwiihlen.

Man kann aber das Problem der Elementarteil-
chen auch auf ganz andere Weise angreifen und
versuchen, die Matrix S unmittelbar zu bestim-
men, ohne die Benutzung einer Hamilton-
Funktion. Es kann sein, da die zukiinftige
Theorie iiberhaupt nicht mit Begriffen wie Wel-
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lengleichung oder Schrédinger-Funktion ar
beitet, selbst nicht in der verallgemeinerten.-Form
(42) und (52). In diesem Fall mufl die Matrix S
durch Beziehungen anderer Art bestimmt werden
als in den Gln. (6) bis (18). Das einfachste Ver-
fahren wiirde etwa darin bestehen, mit einer her-
miteschen Matrix n anzufangen, die relativistisch
invariant ist und die mit Hilfe der Gl. S =€/ zu
einer unitiren Matrix S fiithrt, die die Experi-
mente richtig beschreibt. Die Matrix = miilte
dabei, ihnlich wie vorher die Hamilton - Funk-
tion, nach Korrespondenz- und Invarianzgesichts-
punkten gefunden werden.

Um diese Mbglichkeit’zu untersuchen, hat der
Verfasser einige einfache Annahmen fiir 4 und
die zugehorigen Folgerungen fiir S und fiir die
beobachtbaren physikalischen Grofien durchge-
rechnet. Die Ergebnisse mogen hier erwéahnt wer-
den:

Wir beginnen mit einer skalaren Funktion ¢
mit der Fourier-Entwicklung

Q= 2(2 L0 V)' A (ar ol (tr— 101 Al a_ ol Rr+ k01 )’

(62)
wobei V das Normierungsvolumen bedeutet und
wobei die Amplituden @ mit der Anzahl N der

Teilchen des Impulses £ (k°-2= %%+ k?) durch die
Gleichungen

af* ap=Ny; ay Ny= (N + 1) ay;

at Ny=(N,— 1) ap (63)

verbunden sind. Im Grenzfall eines unendlichen
Volumens V geht die Summe iiber f iiber in ein
Integral

B et e / |
dCERA b
Die einfachste Annahme fiir =, die zur Streuung
von Elementarteilchen fiihrt, lautet dann:

’ q]-_—e/(/rdtw‘*, (65)

wobei ¢ eine numerische Konstante ist. Wenn man
die Fourier-Entwicklung (62) in (65) ein-
setzt, erhiilt man Produkte von vier Faktoren a,
und a,* Nach Jordan und Klein wollen wir
(65) durch die Annahme abédndern, daBl in diesen
Produkten alle Faktoren a,* links von allen Fak-
toren a, stehen sollen. Diese Vertauschung &ndert
nichts an der relativistischen Invarianz von .
Wenn nur zwei Teilchen vorhanden sind, kénnen
die Matrixelemente m in der Form
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3¢
€78 nlt 6) =5 o
geschrieben werden. Bringt man = auf Diagonal-
form, indem man von f auf die Kugelfunktionen
der Richtung von f iibergeht, so findet man, daf
nur_die Wellen mit der azimutalen Quantenzahl
1 =0 (die mit zentraler Symmetrie) gestreut wer-
den. Der Wirkungsquerschnitt fiir Streuung wird
dann

4 . ,3er
Q—Trsln 8,’/‘[’

(67)

L [1 _ 4 »? ] —'h
7 k" + 5,7 — (¢ + &)

ersetzt, so findet man fiir den Wirkungsquer-
schnitt
& 4 &?
Q= o2 + 82"]52— ’ (69)
wo sich wieder k auf das Schwerpunktsystem be-
zieht. In dem Bezugssystem, in dem urspriinglich
eines der Teilchen ruht, etwa f’, =0, fiihrt (69) zu
dem Wirkungsquerschnitt

47 ¢

0=—n : (70)

%+ (1 + &%) - (k" — =)

Der Eigenwert von n fiir die kugelsymmetrische

Welle (I =0) ist:
k

n,_,= 2 arctg (s W) . (71)

Diese Phase wird logarithmisch unendlich an dem
Punkt :

ek/k=1. (72)

Daher definiert (72) einen diskreten stationiren

Zustand des Systems. Zwei Teilchen kiénnen ein

~abgeschlossenes System bilden, wenn ¢ negativ ist

und k negativ imaginir ist und der Gl (72) ge-

niigt; die gesamte Ruhenergie x, dieses Systems
ergibt sich nach (72) zu

ty=22xg|/ V14 e, (73)

Der Ausdruck (68) liefert also ein Beispiel, bei

dem zwei Teilchen sich in solcher Weise an-

ziehen, dafB sie in einem diskreten stationéiren Zu-

stand aneinander gebunden werden kénnen; alle

(B, 5 B, )= 0 (8 + &' — B/— £,7) 8 0, + )

arctg (8 V;;W- ) . 771;{2 S )
(k10/+ k2°’)2 — (E1/+ sz)z
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(66)

wo v = k/k° die Geschwindigkeit und k der Impuls
der Teilchen in dem Koordinatensystem ist, in dem
der Schwerpunkt ruht. Die Annahme (65) ent-
spricht daher der Annahme einer Kraft zwischen
zwei Teilchen, die nur dann wirkt, wenn sich die
beiden Teilchen am gleichen Punkt befinden.

Wenn man in Gl. (66) den Faktor 3¢/(2x)?
durch den komplizierteren Faktor

(68)

anderen Zustinde gehdren zum gewohnlichen kon-
tinuierlichen Spektrum.

SchlieBlich ist eine Wechselwirkung untersucht
worden, die zur Entstehung von neuen Teilchen
fiithrt. Wenn man

n=12[dedt g (74)
setzt, so fiihrt man dadurch Matrix-Elemente ein.
die sechs Faktoren a,* oder a, enthaiten. Diese
Faktoren geben Anlafl zu Ubergéingen, bei denen
ein Zusammenstol zwischen zwei Teilchen zur
Schaffung eines neuen Paares von Teilchen fiihren
kann. Die Wahrscheinlichkeit fiir Paarerzeugung
bei gegebenen Anfangsbedingungen kann berech-
net werden. Wenn die Gesamtenergie fiir die Er-
zeugung einer groBfen Anzahl von Teilchen ge-
niigt, so kinnen Vielfachprozesse vorkommen, bei
denen der Zusammenstofl energiereicher Teilchen
zur Entstehung vieler Paare in einem explosions-
artigen Akt fithrt. Das Auftreten solcher Vielfach-
prozesse hiingt jedoch von den Einzelheiten der
‘Wechselwirkungsmatrix (74) ab. Bei der genauen
Form (74) treten solche Prozesse nicht ein; wenn
man aber die Zahlenkoeffizienten in der binomi-
schen Entwicklung von ¢° [¢p ist dabei durch
(62) gegeben] dndert, so kommt man zu Wechsel-
wirkungsmatrizen, die Vielfachprozesse zur Folge
haben; fiir die Einzelheiten dieser Ergebnisse ver-
weisen wir auf die Arbeit 1. c. 3, II.

Wenn man in dieser Weise S aus einer ge-
gebenen Matrix = bestimmt, so fiihrt der Forma-
lismus zu keinerlei Divergenzschwierigkeiten
und die Resultate befriedigen alle Forderungen
der Relativititstheorie und der Quantentheorie
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Dabher ist ein solcher Formalismus befriedigender
als die iibliche Methode, bei der man mit einer
Hamiltonschen Funktion beginnt, die sicher
zu divergenten Resultaten fiihrt. In der Tat kann
man sogar sagen, daf die iibliche Methode nur
einen Sinn erhilt, wenn man sie mit Hilfe des
7n-Formalismus deutet. Denn das gewohnliche Ver-
fahren beniitzt die sogenannte erste Naherung fiir
den Vergleich mit den Experimenten. Dies kann
nur bedeuten, da die erste Naherung dazu ver-
wendet werden soll, eine n-Matrix festzulegen, die
dann S fiir den Vergleich mit dem Experiment be-
stimmt. Ein unmittelbarer Vergleich der ersten
Niaherung mit den Experimenten wire sinnlos, da
die hoheren Approximationen viel grioflere Bei-
trige geben wiirden; aber natiirlich ergeben sich
dabei keine anderen Resultate, als wenn man zu-
erst die m-Matrix und dann S bestimmt. Auch ab-
gesehen von diesem Argument sieht man nicht
recht, warum es leichter sein sollte, die richtige
Hamilton-Funktion als die richtige n-Matrix
eines gegebenen Systems zu finden; denn es gibt
wohl keinen Grund dafiir, daf in der Theorie der
Elementarteilchen die Hamilt on sche Funktion
— wenn sie iiberhaupt existiert — einfacher sein
sollte als die n-Matrix.

Allerdings gibt es einen anderen Grund fiir die
Annahme, daf die zukiinftige Theorie wahrschein-
lich nicht mit einer einfachen w-Matrix beginnen
kann. Irgendein einfacher Ausdruck fiir n wie
(65) oder (68) oder (74) scheint ndmlich nicht in
der gleichen Weise eine ,,glatte’ Funktion der Im-
pulse fiir die Matrix-Elemente zu ergeben wie eine
n- oder S-Matrix, die aus einer Hamilton-
Funktion abgeleitet ist. Es wire eine sorgfiltige
Untersuchung noétig, zu entscheiden, welche Be-
dingungen von Glattheit eine n-Matrix erfiillt, die
aus einem Formalismus wie (6) bis (18) folgt.
Die n-Matrix (74) fiihrt z. B. zu Diskontinuitdten
bei den Werten der Gesamtenergie, die ein ganz-
zahliges Vielfaches der Ruhemasse der Teilchen
sind; denn wenn man diese Werte iiberschreitet,
werden neue Prozesse moglich, bei denen eine
groflere Anzahl von Teilchen erzeugt werden
kann. Offenbar miissen diese Werte in einer ge-
wissen Weise singuldr sein. Aber es sieht so aus,
als seien die - und S-Matrizen, die aus einer Ha-
milton-Funktion stammen, glatter in der Um-
gebung dieser Punkte als der Ausdruck (74).

Dieses Argument weist in Richtung auf einen
zukiinftigen Formalismus, der bis zu einem ge-

W.HEISENBERG

wissen Grade den Gln. (6) bis (18) dhnlich ist und
glatte Funktionen fiir S ergibt, der jedoch die
Divergenzschwierigkeiten des gewohnlichen For-
malismus vermeidet. In dieser zukiinftigen Theo-
rie diirfte die universelle Linge von der GroBen-
ordnung 10—13 cm eine wichtige Rolle spielen.
und man kann annehmen, dafl der Formalismus in
den gewohnlichen iibergeht an der Grenze, an der
die universelle Lénge als sehr klein angesehen
werden kann — in dhnlicher Weise wie die Quan-
tenmechanik in die klassische Mechanik iiber-
geht, wenn % als klein betrachtet werden kann.

IIT. Vergleich mit dem gewdhnlichen
Verfahren

a) Wenn es sich herausstellen sollte, daf} es in
der richtigen Theorie der Elementarteilchen keine
Hamilton-Funktion gibt, so mull die physi-
kalische Deutung des neuen Formalismus mit der
des #lteren verglichen werden. Ein wesentlicher
Zug der Quantenmechanik ist die Existenz einer
Wahrscheinlichkeitsfunktion, deren Quadrat die
Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, ein Teilchen an
einem gegebenen Punkt zu finden. Die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion kann durch Experimente
gepriift werden. Z. B. kann man durch Stéfe an-
derer energiereicher Teilchen auf das zu priifende
Teilchen die Wahrscheinlichkeitsverteilung des
zu priifenden Teilchens vor dem Stoll ausmessen.
Es ist ein wesentlicher Zug der Quantenmecha-
nik, dafl man bei solchen Versuchen stets die
gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung erhalten
mulf, gleichgiiltig, ob man etwa ein y-Strahl-Mikro-
skop oder ein Elektronenmikroskop oder irgend-
eine andere Teilchensorte verwendet.

Im neuen Formalismus kommt jedoch vielleicht
der Begriff der Wahrscheinlichkeitsfunktion nicht
vor; die Wahrscheinlichkeit fiir die Streuung
eines energiereichen Teilchens durch das zu prii-
fende Teilchen wird trotzdem durch die Matrix
S bestimmt. Formal konnte man aus der Vertei-
lung der gestreuten Teilchen eine Dichtevertei-
lung des zu priifenden Teilchens vor dem Stof
berechnen. Aber selbst wenn man davon absieht.
dabB diese Rechnung durch die physikalischen Ge-
setze nicht gerechtfertigt werden konnte, wiirde
das Ergebnis der Rechnung wahrscheinlich von
der Art der Teilchen abhingen, die fiir den Ver-
such verwendet werden. Das y-Strahl-Mikroskop
und das Elektronenmikroskop wiirden wahr-
scheinlich verschiedene Resultate ergeben, wean
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es sich um Wahrscheinlichkeitsverteilungen inner-
halb von Gebieten der Griolenordnung 10—13 cm
handelt. Nur fiir grofere Gebiete, in denen der
neue Formalismus in den friiheren iibergeht,
wiirden die beiden verschiedenen Instrumente
ndherungsweise die gleiche Verteilung liefern.
Es mul untersucht werden, ob ein solches Ver-

halten unserer allgemeinen Kenntnis der Elemen- -

tarteilchen entspricht. In der gewéhnlichen Quan-
tentheorie wiirde man annehmen, dall verschie-
dene Instrumente die gleiche Dichteverteilung lie-
fern, weil die GrioBe der Teilchen, verglichen mit
der Ausdehnung der Dichteverteilung, sehr ge-
ring ist. Wenn man jedoch zu Gebieten von der
GroBenordnung 10—13 ecm kommt, so sind diese
Gebiete wahrscheinlich nicht grofer als die Ele-
mentarteilchen selbst. Natiirlich ist es schwierig,
den Durchmesser eines Elementarteilchens iiber-
haupt zu definieren. Aber wenn die universelle
Linge von der Grofenordnung 10—13 cm eine
Rolle in der Theorie spielt, so ist es verniinftig,
sich die Elementarteilchen als Gebilde vorzustel-
len, die iiber ein Gebiet dieser Gréfenordnung
ausgebreitet sind. Es diirfte auch kein reiner Zu-
fall sein, dafl die Comptonsche Wellenlinge
der schwersten Elementarteilchen die gleiche Gro-
Benordnung 10—!3c¢m hat und daB alle schwereren
Teilchen aus Neutronen und Protonen zusammen-
gesetzte Systeme mit groferer Ausdehnung zu
sein scheinen (z.B. die Atomkerne irgendeines
schweren Elements). Es ist deshalb ganz natiir-
lich, daf man aus den Messungen nicht in ein-
deutiger Weise eine Dichteverteilung innerhalb
eines Gebietes von 10—13 cm erschliefien kann.

b) Der in den Gln. (9) und (21) festgelegte
mathematische Rahmen fiir eine zukiinftige Theo-
rie der Elementarteilchen mag noch verglichen
werden mit den fritheren Versuchen, ein vollstin-
diges mathematisches Schema fiir die Quanten-
elektrodynamik oder fiir die Yukawa-Feld-
theorie anzugeben. Zunéchst ist hier zu beachten,
daB die Gln. (6) bis (18) etwas abgeiindert wer-
den miissen, wenn es sich um geladene Teilchen
handeln soll, die aufeinander durch Krifte langer
Reichweite wirken. Bekanntlich muf bei einer ein-
fallenden oder auslaufenden Kugelwelle der Aus-

druck%e”‘ " im Falle der Coulomb-Kraft durch

den Ausdruck \

1 . kO g2
e e
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ersetzt werden; fiir den Impulsraum bedeutet dies,
dafl die singuldren Funktionen 3, (k®—k°’) in
Gl. (6) durch Ausdriicke der Art

1 ’ 144
R

+ie?kY/hek —1
2n ]

ersetzt werden miissen. Abgesehen von dieser An-
derung kann man wieder beweisen, dafl STS=1
ist, und die fritheren Rechnungen koénnen im we-
sentlichen iibernommen werden.

Der gewohnliche Formalismus der Quanten-
elektrodynamik beginnt mit »der bekannten
Hamiltonschen Funktion und betrachtet die
‘Wechselwirkung zwischen Elektronen und Max-
wellschem Feld als eine kleine Stérung. Wenn
man die Storungsenergie zweiter Ordnung be-
rechnet, so erhdlt man eine Selbstenergie des
Elektrons, die logarithmisch divergiert?. Man
kann jedoch diese divergierenden Glieder durch
ein Subtraktionsverfahren?® abziehen und dann zu
hoheren Niherungen iibergehen. Vom Gesichts-
punkt des m-Formalismus aus kann man dieses
Verfahren in der folgenden Weise beschreiben:
Indem man in der iiblichen Weise durch eine
Storungsrechnung die Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden fiir die Streuung und die Ausstrahlung
von Licht usw. bestimmt, erhélt man eine gewisse
erste Niherung der =n-Matrix. Diese =-Matrix
erster Ordnung beschreibt die Experimente inner-
halb dieser Niaherung richtig und gibt aullerdem
widerspruchsfreie Resultate in jeder beliebigen
hoheren Niaherung, da der n-Formalismus nicht
zu Divergenzen fithrt. Man kann aber auch die
Storungsrechnung einen oder mehrere Schritie
weiter verfolgen, wobei man jeweils die divergen-
ten Glieder abzuziehen hat, und man erhilt in
dieser Weise Anderungen von = in hoherer Ord-
nung. Diese modifizierte n-Matrix gibt auch wider-
spruchsfreie Ergebnisse in- jeder beliebigen Néahe-
rung, und die so gewonnenen Resultate werden
sich im allgemeinen ein wenig von denen unter-
scheiden, die aus der erstgenannten m-Matrix ge-
wonnen waren. Es diirfte aber eine offene Frage
sein, ob die modifizierte n-Matrix die Experimente
besser darstellt als die n-Matrix erster Niherung.
Denn in beiden Féllen wird die n-Matrix korre-
spondenzmélig der klassischen Elektrodynamik
entsprechen, und beide n-Matrizen geben wider-

17 V.Weinkopf,Z Physik 89, 27 u. 90, 817 [1934].
8 P. AL M. Dirac, Bakerian lecture, l.c.1; W.
Pauli, Rev. mod. Physics [1943].
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spruchsfreie Resultate. Aus dieser Uberlegung
erkennt man, dafB die iibliche Forderung der Kor-
respondenz zwischen Quantentheorie und klassi-
scher Theorie sicher nicht ausreicht, um den
quantentheoretischen Formalismus festzulegen.

Noch offenbarer ist die Mehrdeutigkeit des
iiblichen Formalismus in der Theorie des Yu-
kawa-Feldes. Man kann hier entweder die Tat-
sache anerkennen, dafl die Kupplung zwischen
dem Yukawa-Feld und den schweren Teilchen
stark ist®, wenn die Kernkrifte durch das
Yukawa-Feld erklart werden sollen, oder man
kann ein Subtraktionsverfahren anwenden, um
die Glieder starker Kupplung zu beseitigen. Die
beiden Moglichkeiten fithren zu ganz verschie-
denen 7n-Matrizen und daher auch zu ganz ver-
schiedenen physikalischen Ergebnissen. Es diirfte
einstweilen schwierig sein, zu entscheiden, welche
Annahme den Experimenten besser entspricht.
Vielleicht werden die qualitativen Ziige beider
Theorien in der spéiteren Theorie eine Rolle
spielen.

19 G. Wentzel, l.c.2

W. WESSEL

¢) Zum SchluB wollen wir versuchen, die Be-
dingungen zusammenfassend zu formulieren, die
eine Theorie der Elementarteilchen erfiillen muf:
Eine solche Theorie mufl zu einer relativistisch
invarianten unitdren Matrix S fiihren, die das
asymptotische Verhalten der Wellen und die sta-
tiondren Zustdnde in der iiblichen Weise be-
stimmt. Der Formalismus, der S festlegt, muf in
der Grenze, in der die universelle Linge von der
GroBenordnung 10—13 cm als klein angesehen
werden kann, in den iiblichen Formalismus mit
einer Hamiltonschen "Funktion iibergehen.
Aber auch abgesehen von diesem Grenzfall, mufl
der neue Formalismus dem friiheren insofern &hn-
lich sein, als er eine Funktion S .ergeben muf, die
in derselben Weise ,,glatt ist wie die aus ge-
wohnlichen Hamilton-Funktionen bestimm-
ten S-Funktionen. Der richtige Formalismus liegt
also wahrscheinlich irgendwo in der Mitte zwi-
schen einem Formalismus der Art (42) wund
einem Schema, bei dem einfach die Matrix = ge-
geben wird.

Zur Theorie des Elektrons

Von WALTER WESSEL, GrAz 1

(Z. Naturforschg. 1, 622—636 [1946]; eingegangen am 13. Juli 1946)

n dem Bestreben, die Reaktionskraft der Strah-

lung auf ein bewegtes, geladenes Teilchen in die
Quantenmechanik einzubauen und so vielleicht
den Schwierigkeiten der Quantenelektrodynamik
zu entgehen, wurde der Verf. schon vor lingerer
Zeit? auf sehr merkwiirdige Zusammenhinge zwi-
schen Strahlungskraft und Spin gefiihrt, die zu-
nichst allen Deutungsversuchen widerstanden.
Nach verschiedenen Bemiihungen, der Sache von
der klassischen® oder der quantentheoretischen*
Seite nahezukommen, liel sich zuletzt das Pro-
blem in ‘eine klarere Form bringen durch die
Fragestellung?® ob und welche Vertauschungs-
relationen mit einem die Strahlungskraft enthal-
tenden System von Bewegungsgleichungen eines
Elektrons vereinbar wiren. Folgendes wurde er-
reicht:

t z. Zt. in Heidelberg.
? W.Wessel, Z. Physik 92, 407 [1934].
3 W.Wessel, Z. Physik 110, 625 [1938].

1. Man kann durch einen Kunstgriff von unge:
zwungener Einfachheit die von der bewegten
Ladung ausgestrahlte Energie in der Ruhmasse
mitzdhlen. Das System wird dann konservativ,
und es lassen sich kanonische Impulse einfiihren.
Wegen des Einflusses der Strahlungsreaktion
wird der kanonische Impuls nicht nur Funktion
der Geschwindigkeit, sondern auch der Beschleu-
nigung. Impuls und Geschwindigkeit werden da-
durch unabhiingige Verinderliche. Diese Unab-
héngigkeit ist eine der wesentlichsten Eigentiim-
lichkeiten der D ir a cschen Spintheorie.

2. Die Hamilton sche Funktion nimmt genau
die Diracsche Form an. Das ist moglich, weil
darin auch bei Dirac nur Koordinaten, Impulse
und Geschwindigkeiten, dagegen keine Spinopera-
toren auftreten. Da die Ruhmasse wegen der darin
mitgezihlten Strahlungsenergie zeitverdnderlich

* W.Wessel, Naturwiss. 30, 606 [1942].
5 W.Wessel, Ann. Physik (5) 43, 565 [1943].



